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A masodik ICME-n tartott plenaris eléadasan René Thom a kdvetkezdket irta: A valddi probléma, mellyel a
matematikatanitasnak szembesiilnie kell, az nem a merevség/szigorusag, hanem a cél fejlodésének problémaja”.
(Thom, 1972: 202. old.) Pontosabban, a valodi probléma az osztdlytermi matematikai targyak/feladatok
eredetére 6sszpontosul. Nagyon sok eszkoz sziikséges, melybdl néhany messze tilmutat a formalis matematikai
kereteken: az ismeretelmélettdl az ideggyogyaszatig a torténelmen, pszichologian, ergonomian keresztiil.
Eléadasom f6 célja ezek koziil néhany megvitatasa. Az id6keret és érthetdéség okan a témat néhany konkrét
esettel szemléltetem, féleg a fliggvény fogalmat illetéleg (tagabb értelemben a geometriai transzformacioktol a
Calculus [differencial- és integralszamitas] fliggvényekig). Minden példa mas szemszogb6l mutatja az
osztalytermi matematikai fogalmak eredetének kigondoléasat/vizsgalatat. Ezenkiviil talan megmutatjak, hogyan
sztikitsiik a szakadékot az evilagi igazsag, melyben a tanuldink konkrét tapasztalatokat gyljtenek, és a logikai
igazsag kozott, amely a matematika szigort, hivatalos oldalat képviseli. Végil ezek atfogd képet
eredményeznek, ahol a két nézépont nem fog olyan dramaian kiilonbozni, és amelyben a matematikai
targyak/feladatok léteznek. Valdjaban az elménk tevékenysége egy integralt és dinamikus egység fiiggvénye,
mely egészként miikodik, s melyek alkotérészei: az agy, a test, a szellemi ¢és testi vildg. Amikor a didkok
matematikat tanulnak, mindezek az alkotoelemek (és talan még masok is, pl. érzelmi elemek) aktivizalodnak és a
tanarnak ezeket tekintetbe kell venni.

Ami a fiiggvényeket illeti, a meglévd szakirodalom szamos tanuloi zavart analizalt, pl. képtelenek helyesen
értelmezni egy grafikon jelentését annak globalis jellemzdivel, vagy a valtozok variacids és ko-variacios
helyzetét, képtelenek parhuzamot vonni a tér-idé diagram és a térben 1évé ut kozott, vagy a grafikon magassaga
és lejtése kozott, stb. Minden zavar a fliggvény egy részének jelentéséhez kapcsolhatd, amely altalaban a
matematika torténetén belil kulturalis tapasztalatokban gyokerezik: egy példaval illusztralva, a gorbék
rajzolasahoz ismerni kell az ahhoz sziikséges modszer alkalmazasat. Végiil a matematikusok kialakitottak egy jel
halmazpart két halmaz kartézianus szorzatdban (Bourbaki, 1939, 76. old.). Nagy a szakadék a fiiggvény korai
fogalma (pl. Newtonnal, Eulernél) és a halmazelméleten nyugvé absztrakt definicié kozott. Valdjaban az elsd
elmélete a konkrét, dinamikus és folyamatos valtozok kozotti Osszefiiggéseken alapult, ahol a
helyvaltoztatds/mozgas és a valtozas elgondolasa valtotta ki és tartotta fenn a f6 koncepciot. Ezzel szemben, az
utobbi elmélete a fogalom csupasz matematikai vazat vezette be, mely a szazadok folyaman finomodott, de a
diakok kénnyen elveszhetnek benne. Napjainkban a megfelel6 technoldgiai eszkdzok megléte eltérbe helyezi a
fliggvények kognitiv és kulturalis gyokereit, mint olyan targyakét, melyek megmutatjak, hogyan valtoznak a
dolgok: pl. a dinamikus geometria szoftver esetében, vagy a szonda miiszereknél, melyek adatokat gy{ijtenek
mozg6 targyakrol és emberekrdl a vald idoben, és megfeleld modon bemutatjadk azokat a szamitogép
képernydjén.

Ez a jelenség nemcsak az emlitett példahoz kotodik, nevezetesen a fliggvényekhez, hanem altalanos jellemzo.

Napjaink 1j informaciés és kommunikécios eszkdzeinek kiindulépontjat N. Balacheff (1997. 113. old) ,,a
matematika 11 szemiotik4janak nevezi” (pl. vonalz6 és iranytii, Logo, Cabri geometriaja, a ,,hivatalos” euklideszi
vagy transzformacids geometria vonatkozasaban, a fliggvény fogalmanak megkozelitése a fent vazolt mddon,
stb.). Nevezetesen, az 0j technologia az ismeretek Ujradefinialasanak kozvetitdje lehet, kiilondsen az iskolai
ismereteké. Kiilonosképpen a matematikaban ez az eredmény a jeldlések és szimbolumok szerepének, és ebbdl
adodoan a fogalmak jelentésének atformaldsara vonatkozik. (pl. a fogalmak instrumentalis eredetén keresztiil,
Rabardel, 1995. értelmezésében).

Valgjaban az osztalytermekbe bekeriild 0j technologiat tagabb kulturalis értelemben kell elemezni. Ebben a
témaban érdekes tanulmanyt irt J. Kaput, R. Noss és C. Hoyles (2002), akik bevezették az dabrazolo
infrastruktura fogalmat:

Az wj szamitasi formak és irodalmak megjelenése dathatja az egyének és ugyanugy a nemzetek tarsadalmi
és gazdasagi életét ...

A valodi valtozasok nem technikaiak, hanem kulturalisak. Ezek megértése... az emberek, és nem a targyak
kozti tarsadalmi kapcsolatok kérdese...



A jelolési rendszer — amit gondolataink bemutatdsara és ujra bemutatdsara hasznalunk magunk és mdsok
szamara, amellyel létrehozunk, és térben és idében kommunikdlunk feljegyzéseket, és amellyel
alatamasztjuk az érvelést és a kalkulaciot — barmely civilizacios infrastruktiira kbzponti részét képezi. Ami
az infrastrukturat altalaban illeti, akkor miikédik a legjobban, amikor az természetes, lathatatlan,
egyszeriien csak ,, mikodik”.

Ez azt jelenti, hogy az Informacios és Kommunikacios Technoldgidkat az osztalyteremben két szempontbol kell
megvizsgalnunk:
a) mint Kulturalis Jeltani Rendszereket, nevezetesen olyan kulturalis rendszereket, melyek altal valtozatos
jelentés-teremt6 forrasok érhetdk el specialis, kifejezo tarsadalmi gyakorlatokon keresztiil ( ennek koncepcidja
L. Radford-nak tulajdonithat6, 2003). Ezeket a gyakorlatokat nem (csak) a szigoran vett iskolai kornyezetben
kell tekintetbe venni, de az egész tarsadalom tagabb kornyezetében is, a torténelem folyamaba agyazva.
b) mint Belsé Kognitiv Stimuldlok, melyek olyan belsé logikaju kozvetitdk, amelyek kognitiv rezonanciaba
lépnek a témakkal (ez az elképzelés végeredményben E. Fischbein intuitiv modell elméletébdl szarmazik, 1987).
Ez lehet6vé teszi a tanar szamara a tanuldsi kontextus megtervezését és lefolytatasat, amely magaban foglal
kiilonboz6 természetii komponenseket, pl. testi és kulturalis alaptakat.
Kutatéink néhany példaja bemutatja a kulturalis, biologiai és kognitiv nézdpontok kdzti komplex kolcsonhatast a
targyiasitasi folyamatokban (Radford, 2002), mely kiilonféle specidlis kontextusokon beliili matematikai
fogalmak megalkotasat kiséri, melyekben 0j technologiak vannak jelen (pl. célok abrazolasa fiiggvényekkel). A
példakat az eszkozok szerint analizaltak: ismeretelmélet, szemiotika (jeltan), pszichologia, ideggyogyaszat. Ezek
lehetdvé teszik, hogy ramutassunk a matematikai entitasok targyiasitasi folyamatanak kiilonb6z6 alkotdelemeire,
pl. a fiiggvényekre. Ilyen 6sszetevok strlisddnek dssze abban, amit én kognitiv akcio-, alkoto és kommunikacios
térnek hivok, (Arzarello, nyomtatva). Az APC-tér felépiilt, tovabbfejlodott és részt vesz az osztalyteremben. F6
alkotorészei a kovetkezok:

- atest

- afizikai vilag

- akulturalis kérnyezet.
Az APC terek az abrazold infrastruktara didaktikus megfelel6i. Nevezetesen, az APC alkotdelemek megfeleléen
mutatjak be a tanulasi folyamatot egy rendszeren beliil, melyet egy abrazol6 infrastruktira két dimenzidjanak [a)
¢és b) feljebb] megfelelden alakitottak ki. Az osztalyteremben felépiilt APC-tér egy dinamikus, egységes rendszer,
melyben a kiilonbdzé alkotoelemek egy egységes egészbe integralddnak. Az integracio a tanuldk kozti interakceio,
a tanar kdzvetitése és mesterségesen eldidézett interakciok eredménye.
A harom nagybetii, az A P és C a dinamikus jellemzdket illusztralja, nevezetesen azt a tényt, hogy harom f6
Osszetevo jellemzi a matematikatanulast: a didkok akcioi €s interakcidi (tarsaikkal, a tanarral, sajat magukkal és
eszkozokkel), az 6 alkotasuk (pl. valaszadas egy kérdésre, kérdések feltevése, stb.), €s a kommunikacids aspektus
(pl. amikor a megtalalt megoldast tovabbadja a tarsanak, a tanarnak megfelelden modon).
A bemutatomban hasznalni fogom az APC tér és az abrazolo infrastruktira kifejezéseket, melyekkel illusztralom
azt a tanitasi kisérletet, melyet kutatocsoportunk (L. Bazzini, O. Robutti, D. Paola, F. Ferrara, C. Sabena)
Torinoban fejlesztett ki az elmult években, ahol fliggvényeket és pre-calculusokat alkalmaztunk a 9. évfolyamtol
kezdve kiilonféle technologiai kdrnyezet szisztematikus hasznalataval.
Felvazolom a deduktiv analizist, mely egyiitt jar a fiiggvény fogalmanak mind megtestesiilt, mind kulturalis
természetével, valamint néhany kovetkeztetésiinket. Bemutatom, hogy az APC-tér modell lehetdvé teszi az un.
eszlel6-motoros jellegzetességek megfeleld tanulmanyozasat az ismeret-folyamatokban (Antinucci, 2001;
Nemirovsky és Borba, 2003), mely dontd fontossdgunak mutatkozott a tanuldsdban a technologiai
kornyezetekben. Nevezetesen, lehet6vé teszi annak bemutatasat, hogy az akci6 és az észlelés hogyan hatdrozza
meg a tanuldsi folyamatokat és annak bemutatisat, hogy a cselekvés, érintés, mozgas és latas ezek fontos
alkotorészei. Bemutatom, hogy az észlel6-motoros tevékenységen alapuld tanulasi folyamatok megfeleld tanitasi
modozatokat igényelnek, ahol a diakok aktivan részt vesznek a matematikai koncepciok megszerkesztésében. A
tanitasi kisérleteink eredményei, minden korlatukkal egyetemben, megerésitik, hogy ez a megkdzelités egy
hasznos kutatasi eszkéz annak megértésében, hogyan kozvetitik/segitik a technologiai eszk6zok a didkok
matematikai tudasanak felépitését. Valdjaban az osztalyteremben hasznalt technikai eszk6zok kulturalis és
kognitiv alkotdelemeinek vizsgalata lehetové teszi a technologia altal nyujtott, értékndvelt komponens
atgondolasat, mely nincs csupan technikai jellemzdkre korlatozva. Az APC-tér alkotdelemei lehetové teszik
annak figyelembe vételét is, hogy az elvart tudas kialakulasa nemcsak egy jaték eredménye, melyet hatarozottan a
targyak és a ,milieu” kozotti kapcsolatokra korlatoztak (Brousseau, 1997), de egy olyan kornyezetben, ahol a
»jaték” olyan szemiotikai kozvetitokbol all, mint a tanulok, az IKT és a tandr, aki iranyitja és segiti az egyéni
érzékek kifejlodését, amelyet a tanulok Osszekapcsolnak az IKT-s tevékenységiikkel a tudomanyos érzék
kifejlesztése céljabol. A tanar szerepe abban all, hogy eldsegitse a matematikai gondolkodas kulturalis és
bioldgiai gyokereinek integralodasat a megfeleld abrazolo infrastruktiraba. Ez a megkozelités lehet6vé teszi a



tanulokban 1év6 kognitiv rezonancia taplalasat, és a természetes kdrnyezetben vald tanulas kialakulasat. (Az
elgondolas Tall-tdl szarmazik, 2001.)

Az akcid, alkotas és kommunikacid tere tulmegy a Vygotsky nevével fémjelzett technikai és pszichologiai
eszk6zok merev megkiilonboztetésén (Vygotsky, 1978, 53. oldal). Tulajdonképpen egy minapi neuroldogiai
vizsgalat (pl. Gallese, 2003.) mutatja be az abrazolé és fogalmi tartalmat, mint egy szervezet most zajld
modellez6 folyamatanak eredményét, ahogy jelenleg integralodik a bemutatando targgyal.
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